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17 Dinamica dei continui
Abbiamo delineato come partendo dalla descrizione microscopica di un sistema di N par-
ticelle si ottengano le equazioni delle teoria cinetica per la densita` di probabilita` f(r,p, t)
nello spazio delle fasi. In questo limite si e` passati da una descrizione corpuscolare ad una
continua ma nello spazio delle fasi. I primi momenti delle teoria cinetica consentono di
passare alla descrizione di un fluido nello spazio delle configurazioni. Per la densita` n(r, t)
di particelle e per la velocita` media u(r, t) si possono scrivere le equazioni di continuita`
e del momento introducendo un tensore degli sforzi che viene determinato attraverso un
procedimento di chiusura. Alla stesse equazioni si giunge con la dinamica dei continui nella
quale tuttavia il tensore degli sforzi e` determinato in modo puramente fenomenologico. Per
completezza forniamo un richiamo sintetico delle nozioni essenziali di meccanica dei mezzi
continui.
Formulazione lagrangiana e euleriana
Lo spazio in cui e` definito un mezzo continuo e` R3. Dal momento che non consideriamo
uno spazio delle fasi in questo caso indichiamo con x (anzice´ r come abbiamo fatto in
precedenza) la coordinata di una paricella all’istante t e con X la corrispondente posizione
all’istante iniziale. Si suppone sia definita una applicazione M invertibile, vedi figura 1,
tale che
x =M(X; t), X =M−1(x, t),
Come vedremo nel seguito questa applicazione viene determinata se e` assegnata la densita`
iniziale e la velocita` iniziale nel mezzo continuo. Quindi l’applicazione M e` nota quando
il problema dinamico e` stato risolto. Per ora supponendo che M sia nota ci limitiamo
a considerazioni di tipo cinematico. La matrice jacobiana della trasformazione e la sua
inversa sono definite da
Fij =
∂xi
∂Xj
, F−1ij =
∂Xi
∂xj
x
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Figura 1 Trasformazione in un continuo.
Ogni funzione riferita al mezzo continuo puo` essere espressa come funzione delle coordinate
iniziali X, oppure delle coordinate istantanee x del punto. La prima formulazione e` detta
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lagrangiana la seconda euleriana e per ogni variabile g definita sul continuo si scrive
g = g
L
(X, t), g = g
E
(x, t) = g
L
(M−1(x, t), t)
Nel seguito si usera` la notazione g(x, t) e g(X, t) per la formulazione euleriana e lagrangiana
omettendo gli indici E ed L quando non vi sia ambiguita` . Il vettore spostamento, vedi
figura 2 e` definito da
u = x−X
La derivata temporale di una variabile espressa in forma lagrangiana, la si scrive
dg
dt
=
∂g
L
∂t
xX
u
O
P ’P
Figura 2 Spostamento.
Se la variabile temporale in forma euleriana si ha
dgE
dt
=
∂g
E
∂t
+
∂g
E
∂xj
dxj
dt
=
∂g
E
∂t
+ vj
∂g
E
∂xj
dove abbiamo indicato con vi la velocita` espressa da
vi =
dxi
dt
=
∂
∂t
Mi(X, t)
L velocita` puo` essere espressa in forma lagrangiana vL(X, t) ed euleriana
vE(x, t) = vL(M
−1(x, t), t)
La accelerazione si puo` esprimere come derivata lagrangiana o euleriana della velocita` .
Nel secondo caso si ha
dvi
dt
=
∂vi
∂t
+ vk
∂vi
∂xk
Abbiamo omesso il simbolo di sommatoria usando la convenzione di somma sugli indici
ripetuti, come e` consuetudine in meccanica dei continui e come faremo in questo e nei
prossimi capitoli.
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Derivate temporali
Data una variabile g definita sul continuo, tipicamente una densita`, si considera il suo
integrale G su un dominio materiale finito. Se D e` il dominio iniziale e la sua immagine
D(t) = M(D, t) al tempo t l’integrale
G(t) =
∫
D(t)
g
E
(x, t)dx
e` costante, poiche´ viene valutato sugli evoluti degli stessi punti qualunque sia t. Se g e` una
densita` di massa o di carica G e` la massa o la carica del continuo contenuto in D all’istante
t = 0, che risulta uguale alla massa o carica contenuta in D(t) all’istante t. Cambiando
variabile di integrazione da x a X si ha
G(t) =
∫
D
g
E
(M(X, t), t) det F dX =
∫
D
g
L
(X, t) det F dX
La derivata temporale di G(t) e` espressa da
dG
dt
=
∫
D
[
∂gL
∂t
+ gLdiv (v)
]
dX =
∫
D(t)
(
dgE
dt
+ g divv
)
dx
dove abbiamo usato la formula seguente per la derivata temporale di detF(X, t)
d
dt
det F = det F divv
La dimostrazione e` identica a quella fatta per il determinante jacobiano di un flusso , ove
a Φ, µ si sostituiscano v, det F. Il risultato e` quindi
dG
dt
=
∫
D(t)
[
∂g
∂t
+
∂g
∂xj
vj + g
∂vj
∂xj
]
dx
Dalla equazione che esprime la derivata temporale si ricava l’equazione di continuita`, che e`
una legge di conservazione locale. Poiche´ l’integrale si annulla per un dominio D arbitrario,
l’integrando, che si suppone continuo, non puo` che essere nullo. Essendo det F 6= 0 segue
l’equazione di continuita`
∂ρ
∂t
+ div (ρv) = 0
dove si e` scritto ρ al posto di g come di solito si conviene per indicare la densita` di massa.
Un fluido il cui campo di velocita` abbia divergenza nulla si dice incompressibile e per
esso risulta che ρ si mantiene costante lungo ogni traiettoria. Per interpretare fisicamente
l’equazione di continuita` e` sufficiente integrarla su un dominio chiuso D indipendente da
t; applicando il teorema di Gauss e detta Σ la frontiera di D ha
∂
∂t
∫
D
ρ(x, t)dx = −
∫
Σ
ρn · vdσ
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dove n e` la normale esterna a Σ. Questo risultato si esprime dicendo che la variazione
della massa contenuta in D e` uguale al flusso attraverso la frontiera di D.
Geomtria della deformazione
Nei fluidi si studia il campo euleriano delle velocita`, nei solidi il campo lagrangiano delle
deformazioni. Supponendo che le deformazioni siano piccole e` lecito linearizzare la trasfor-
mazione. Se X,X+ dX sono due punti iniziali e x,x + dx i loro trasformati all’istante t
si ha
dx = F dX+O(‖dX‖2)
Il rapporto dei volumi dei parallelepipedi infinitesimi che hanno per spigoli dxi e dXi
rispettivamente e` dato da det F e gli elementi di linea sono dS = ‖dX‖ e ds = ‖dx‖ =
‖F dX‖. Notiamo che ds2 e` una forma quadratica in dXi i cui coefficienti definiscono la
matrice positiva U2 = FTF.
x
u
x
X
X
+ d xx
+ d
d
d
XX
Figura 3 Traiettorie vicine.
Se F e` ortogonale si ha U = I, le lunghezze sono invarianti, il moto e` rigido e la trasfor-
mazione tra i punti di un intorno diX e quelli del corrispondente un intorno di x =M(X, t)
e` data da una traslazione ed una rotazione,
x+ dx = X+ u+ FdX
Nel caso generale allorche´ U non e` l’identita`, il corpo il corpo si deforma, vedi figura 3.
Proposizione. Ad ogni istante la trasformazione di un intorno infinitesimo di un mezzo
continuo e` data da una traslazione, una rotazione ed una dilatazione lungo tre assi princi-
pali.
La dimostrazione si basa sulla rappresentazione polare di una matrice reale F data dal
prodotto di una matrice simmetrica positiva per una matrice ortogonale
F = RU U2 = FTF
dove R e` ortogonale. Questa rappresentazione e` l’analogo per le matrici reali della rappre-
sentazione polare di un numero complesso. Per provare questo risultato basta osservare
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che che moltiplicando U2 = FTF a destra e a sinistra per U−1si ha (FU−1)
T
FU−1 = I che
mostra come R = FU−1 sia una matrice ortogonale.
La matrice simmetrica U e` diagonalizzata da una rotazione S e scriviamo U = SΛST dove
Λ = diag (λ1, λ2.λ3). Passando al sistema di coordinate x
′ = STx in cui U e` diagonale, la
matrice di trasformazione diventa
F
′ = STFS = R′Λ, R′ = STRS
In questo sistema una trasformazione generica x + dx = X + u + FdX, vedi figura 3 e`
espressa dalla composizione di una traslazione, rotazione e dilatazione, cioe` da un moto
rigido cui si aggiunge la dilatazione lungo gli assi principali
x′ + dx′ = X′ + u′ + R′ΛdX′
Il rapporto tra i volumi e` espresso allora da det F = λ1λ2λ3 mentre le distanze sono date da
ds2 = λ21dX
′
1
2
+λ22dX
′
2
2
+λ23dX
′
3
2
Le matrici di deformazione lagrangiana E
L
ed euleriana
E
E
definite da FTF = I+ 2E
L
, (FFT )−1 = I− 2E
E
sono espresse in forma esplicita da
2E
L
ij =
∂ui
∂Xj
+
∂uj
∂Xi
+
∂uk
∂Xi
∂uk
∂Xj
, 2E
E
ij =
∂ui
∂xj
+
∂uj
∂xi
−
∂uk
∂xi
∂uk
∂xj
Per piccole deformazioni che consentono di trascurare i termini quadratici nel gradiente
dello spostamento le due matrici di deformazione sono uguali.
Piccole deformazioni
Nei mezzi continui elastici le deformazioni sono piccole ed e` lecito tenere solo il primo ordine
nella deformazione u. Decomponendo F nella sua parte simmetrica E ed antisimmetrica Ω
scriviamo F = E +Ω dove
2Eij =
∂ui
∂Xj
+
∂uj
∂Xi
, 2Ωij =
∂ui
∂Xj
−
∂uj
∂Xi
Nel caso di piccole deformazioni, trascurando i termini quadratici nel gradiente della defor-
mazione si puo` scrivere F = (I+Ω)(I+E) e quindi le matrici di rotazione R e di dilatazione
U sono date da
R = I+ Ω U = I+ E
Alla matrice Ω si associa il vettore ω = nω, scrivendo Ωij = ǫikjωk. Detta S la matrice
ortogonale che diagonalizza E , nel sistema di assi principali x′ = STx le matrici Ω ed S si
trasformano in a Ω′ = SΩST = ǫijkω
′
k, ed E
′ = SE ST = ǫiδij dove λi = 1 + ǫi. A titolo di
esempio consideriamo una trasformazione nel piano x, y gia` riferita agli assi principali
x′ + dx′ = X ′ + u′x + ǫxdX
′ + ωdY ′
y′ + dy′ = Y ′ + u′y + ǫydY
′ − ωdX ′
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Figura 4 Deformazione di un quadrato.
Un rettangolo coi lati paralleli agli assi principali viene dilatato e ruotato ma rimane
un rettangolo; invece un rettangolo coi lati non paralleli agli assi principali diventa un
parallelogramma, come mostra la figura 4 Il rapporto tra un elemento di volume ed il suo
trasformato diventa det F ≃ 1 + ǫ1 + ǫ2 + ǫ3.
Equazioni del moto
La quantita` di moto totale P ed il momento della quantita` di moto totale L di tutte le
particelle contenute in un dominio iniziale D che si trasforma in D(t) = M(D, t) sono date
da
Pi =
∫
D(t)
vi(x, t)ρ(x, t)dx Li =
∫
D(t)
ǫijkxjvk(x, t)ρ(x, t)dx
dove ρ e` la densita` di massa. Sul continuo contenuto nel dominio chiuso D(t), avente per
bordo la superficie Σ(t) agiscono sia forze di volume dovute a campi esterni sia forze di
superficie, dovute alla interazione con il mezzo continuo che circonda il dominio in esame.
Il risultante delle forze agenti su D(t) e`
Fi =
∫
D(t)
fi(x, t)dx+
∫
Σ(t)
τi(x,n, t)dσ
ed il momento risultante
Ωi =
∫
D(t)
ǫijkxjfkdx+
∫
Σ(t)
ǫijkxjτkdσ
Si assumono come equazioni del moto quelle valide per un sistema di punti materiali cioe`
dPi
dt
= Fi,
dLi
dt
= Ωi
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L’energia cinetica T e` espressa da
T =
1
2
∫
D(t)
viviρ(x, t)dx
Il tensore degli sforzi
Per esprimere in forma locale le equazioni della quantita` di moto e del momento della
quantita` di moto occorre introdurre la matrice degli sforzi interni τij . Lo sforzo τ su un
elemento di superficie dipende dall’orientamento della superficie stessa: se n e` la normale
esterna si scrivera`
τ = τ (x,n, t)
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Figura 5 Sforzo sulla superficie di un elemento D del continuo.
Siano τ1, τ2, τ3 gli sforzi che si esercitano sui piani coordinati le cui normali sono i versori
degli assi x1, x2, x3. Se si isola una porzione D del mezzo continuo, e` solo applicando una
forza τdσ su ogni elemento di area dσ della frontiera di D che il suo stato resta inalterato,
vedi figura 5. Se invece si crea un vuoto in corrispondenza al dominio D e` l’applicazione
delle forze −τdσ alla sua frontiera che lascia lo stato inalterato. Ripristinando lo stato
originale del continuo i due sistemi di forze si compensano esattamente. Gli sforzi interni
dipendono dalla configurazione istantanea del continuo ed in particolare, nel caso di un
solido, dal suo stato di deformazione. Per ricavare la dipendenza di τ da n in un punto x,
si sceglie in esso l’origine di una terna cartesiana con assi paralleli al riferimento. Se x′ e`
un punto prossimo a x si pone
x′i = xi + ξi
Si consideri un piano con normale n distante h dall’origine, che taglia gli assi coordinati
in tre punti che con l’origine formano i vertici di un tetraedro, come indicato in figura 6
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La condizione di equilibrio tra forze interne e di superficie si scrive
∫
T
fdξ +
∫
Σ
τdσ = 0
Se ∆σ e` la superficie della faccia obliqua e ∆σi la superficie della faccia perpendicolare
re all’asse i−esimo allora le forze esercitate su queste superfici sono τ (n)∆σ e τ (ei)∆σi
rispettivamente.
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Figura 6 Sforzo sulle facce di un tetraedro.
Tenendo conto delle relazioni geometriche
∆V =
∫
T
dξ =
h
3
∆σ, δσi = ni∆σ
le condizioni di equilibrio diventano
[
f
h
3
+ τ − τjnj +O(h
2)
]
∆σ = 0)
dove tutti i termini sono valutati in x. Le normali alle facce del tetraedro sono n, −ej e
su queste ultime gli sforzi sono τ (x,−ej) = −τ (x, ej) ≡ −τj . Nel limite h → 0 si ha il
termine delle forze di volume e` trascurabile in quanto proporzionale a h e la condizione
per l’equilibrio diventa
τ (x,n) = τj(x)nj
Introducendo la matrice degli sforzi τ = (τ1, τ2, τ3) formata dai tre vettori degli sforzi sui
piani coordinati, ossia
τij = (τj)i
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il teorema di Gauss permette di ricondurre gli sforzi superficiali a forze di volume. Infatti
il contributo complessivo alla i-esima componente degli sforzi superficiali sulle facce del
tetraedro con vertice in x e` dato da
∫
Σ
τi(x+ ξ,n)dσ =
∫
Σ
τij(x+ ξ)nj dσ =
∫
T
∂τij
∂xj
(x+ ξ) dξ
La condizione di equilibrio si esprime tra forze di volume e sforzi interni si scrive
fi +
∂τij
∂xj
= 0
Equazioni del moto
La equazione per la quantita` di moto, tenendo conto della definizione delle forze di volume
e di superficie si scrive
dPi
dt
=
∫
D(t)
[
d
dt
(ρvi) + ρvi
∂vj
∂xj
]
dx =
∫
D(t)
(
fi +
∂τij
∂xj
)
dx
Usando la equazione di continuita` e tenendo conto della arbitrarieta` del dominio D si
ottiene la forma locale per l’equazione del moto
ρ
dvi
dt
= fi +
∂τij
∂xj
La derivata del momento della quantita` di moto e` data da
dLi
dt
=
∫
D(t)
[
d
dt
(ǫijkxjvkρ) + ǫijkxjvkρ
∂vℓ
∂xℓ
]
dx =
∫
D(t)
ǫijkxjρ
dvk
dt
dx
tenuto conto della equazione di continuita`, e della identita` ǫijkvjvk = 0. Il momento delle
forze tenendo conto che τk(n) = τkℓ nℓ ed usando il teorema di Gauss si scrive
Ωi =
∫
D(t)
ǫijkxjfkdx+
∫
Σ(t)
ǫijkxjτkℓnℓdσ =
∫
D(t)
ǫijk
(
xjfk +
∂
∂xℓ
(xjτkℓ)
)
dx
La equazione del momento della quantita` di moto dLi/dt = Ωi, dopo aver sostituito ρdvk/dt
nella equazione per dLi/dt con fk + ∂τkℓ/∂xℓ, e` soddisfatta se vale
ǫijkτkℓ
∂xj
∂xℓ
= ǫijkτkj = 0
Tale condizione risulta soddisfatta se la matrice degli sforzi τkj = τjk e` simmetrica. Questo
risultato e` noto come teorema di Cauchy per gli sforzi interni.
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Energia e potenza
Per completare le equazioni del moto non e` sufficiente l’equazione di continuita` ma oc-
corre specificare la dipendenza degli sforzi da variabili cinematiche come la matrice F e
termodinamiche come la temperatura. Per ricavare l’analogo del teorema delle forze vive
si valuta
dT
dt
=
1
2
d
dt
∫
D(t)
ρvividx =
1
2
∫
D(t)
[
d
dt
(ρvivi) + ρvivi
∂vk
∂xk
]
dx =
∫
D(t)
ρvi
dvi
dt
dx
usando l’equazione di continuita`. Il calcolo della potenza delle forze tenendo conto della
(28.4.11) ed usando il teorema di Gauss da`
dW
dt
=
∫
D(t)
vifi dx+
∫
Σ(t)
viτijnjdσ =
∫
D(t)
(
vifi +
∂
∂xj
(viτij)
)
dx
Tenendo conto della equazione per il momento si trova che la differenza tra la derivata
dell’energia cinetica e la potenza delle forze non e` nulla ma vale
dW
dt
−
dT
dt
=
∫
D(t)
τij
∂vi
∂xj
dx =
∫
D(t)
τijηij dx
dove ηij e` il gradiente delle velocita`
ηij =
1
2
(
∂vi
∂xj
+
∂vj
∂xi
)
e si e` tenuto conto della simmetria della matrice degli sforzi. Questa e` la generalizzazione
del teorema delle forze vive, che vede apparire sulla destra un contributo non nullo dovuto
alla struttura interna del mezzo.
Per valutare il contributo che da la differenza tra la potenza e la derivata temporale della
energia cinetica occorre utilizzare la prima legge della termodinamica che si scrive
dW − dT = dU − dQ
dove U e` la energia e Q la quantita´ di calore. Per trasformazioni adiabatiche o isoterme
dU − dQ e` un differenziale esatto della energia libera e si scrive
U −Q =
∫
D
UF dX
dove U e` la densita` di energia libera. Nota la energia libera si ricava la relazione con il
tensore degli sforzi
τij =
1
2det F
(
Fjk
∂U
∂Fik
+ Fik
∂U
∂Fjk
)
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Mezzi elasici e fluidi
In un mezzo elastico in cui le deformazioni sono piccole si ha F = I+E+Ω. Se sviluppiamo
F al secondo ordine rispetto allo stato indeformato F = I sul quale supponiamo che gli
sforzi siano nulli, usando la precendente relazione e tenendo i termini del primo ordine
nello spostamento (ossia in E e Ω) troviamo la relazione lineare sgorzo spostamento
τij = Cijkℓ Ekℓ
Il tensore C risulta simmetrico nello scambio dei primi due indici, degli ultimi due e della
prima coppia. Assumendo che il mezzo sia isotropo ossia invariante per rotazione, il tensore
viene a dipendere da due soli parametri noti come costanti di Lame´ ed il tensore degli sforzi
assume la forma
τij = λ Ekkδij + 2µEij
Le equazioni del moto si scrivono di norma in forma lagrangiana ed al primo ordine nello
spostamento. In questo caso formulazione lagrangiana ed euleriana coincidono e si ha
ρ0
∂2ui
∂t2
=
∂
∂xi
(λEkk) + 2
∂
∂xj
(µ Eij) = 0
Nel caso di mezzo omogeneo si ottengono le equazioni diventano
ρ0
∂2ui
∂t2
= µ
∂
∂xk
∂ui
∂x
+ (λ+ µ)
∂
∂xi
∂uk
∂xk
La soluzione di questa equazione sono onde longitudinali e trasversali che si propagano con
velocita` diversa vL, vT date da
vL =
(
λ+ 2µ
ρ0
)1/2
vT =
(
µ
ρ0
)1/2
In un mezzo fluido gli spostamenti non sono piccoli e gli sforzi superficili sono di natura
viscosa Alla relazione sforzo deformazione Eij viene sostituita una analoga relazione sforzo
gradiente delle verlocita` ηij . A questo sforzo di natura dissipativa si aggiunge uno sforzo
isotropo di natura conservativa dovuto alla pressione
τij = ληkkδij + 2µηij − p δij = 2µ
(
ηij −
1
3
ηkk δij
)
+ ζηkkδij − pδij
dove ζ = λ+3µ/3. Nel caso in cui i coefficienti µ e ζ siano costanti le equazioni del modo
per un fluido viscoso, note come equazionidi Navier-Stokes diventano
ρ
dvi
dt
= fi −
∂p
∂xi
+ µ
∂2vi
∂xk∂xk
+ (λ+ µ)
∂
∂xi
∂vk
∂xk
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dove al posto λ+ µ si puo` scrivere ζ + µ/3.
Se la viscosita` e` nulla la equazione del moto diventa la equazione di Eulero
ρ
dv
dt
= f −
∂p
∂x
Se vale una equazione di stato ρ = ρ(p) si puo` introdurre la entalpia
P =
∫ p dp′
ρ(p′)
∂P
∂x
=
1
ρ
∂P
∂x
e la equazione del moto diventa detto V il potenziale della forza esterna f , supposta
conservativa
dv
dt
= −
∂
∂x
(V + P)
Ne segue la relazione
d
dtt
(
m
v2
2
+ V + P
)
=
∂
∂t
(V + P)
Se potenziale ed entalpia non dipendono dal tempo esplicitamente abbiamo la legge di
conservazione espressa dal teorema di Bernoulli che stabilisce che H = v2/2 + V +P e` un
integrale primo del moto. Se introduciamo la vorticita` ω = rotv tramite identita` vettoriali
si ottiene la equazione
dω
dt
= ωk ·
∂v
∂xk
− ω divv
Quindi se il fluido e` incompressibile e bidimensionale, supponendo che x, y sia il piano del
moto, la vorticita` ha solo la componente z e
dωz
dt
= 0
Ne segue che ωz e` conservata lungo ogni traiettoria del fluido o linea di corrente. Se
supponiamo che il fluido all’infinito abbia linee di corrente parallele v = v0ex per x→∞,
ne segue che ωz = 0. In questo caso l’annullarsi della divergenza e della vorticita` impongono
le condizioni
∂vx
∂x
+
∂vy
∂y
= 0
∂vx
∂y
−
∂vy
∂x
= 0
I potenziali φ e ψ definiti vx = ∂xφ, vy = ∂yφ e vx = ∂yψ, vy = −∂xψ sono funzioni
armoniche ∆φ = 0 e ∆ψ = 0 e come tali la funzione complessa w definita nel piano
complesso z
w(z) = φ(x, y) + iψ(x, y) z = x+ iy
risulta essere una funzione analitica. Se nel piano e` un ostacolo, si puo` determinare w(z)
tramite mappe conformi che trasformano l’interno dell’ostacolo in un semipiano. Determi-
nato il il campo di velocita` v(x, t) ed i suoi potenziali, le traiettorie x = x(t) si ottendono
risolvendo le equazioni del moto che hanno struttura hamiltoniana
x˙ =
∂ψ
∂y
y˙ = −
∂ψ
∂x
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Quindi se il campo di velocita` ed i suoi potenziali sono stazionari, come accade nel caso di
un ostacolo fisso, le equazioni di Hamilton sono integrabili. In questo caso le traiettorie o
linee di corrente coincidono con le linee di flusso che sono le linee di forza di v a t fissato.
Nel caso non stazionario linee di flusso e di corrente non coincidono piu` . Le linee di
livelli di ψ, che rappresenta l’hamiltoniana del sistema, a t fissato sono diverse dalle sue
traiettorie in quanto ψ non e` piu` un integrale primo. Nel caso non stazionario le linee di
corrente possono avere natura caotica.
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